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TAREA II

RESUELVA CADA PROBLEMA JUSTIFICANDO ADECUADAMENTE

Problema 1. Considere el espacio X = R" con la norma ||z|| = max |z
<i<

(1) Determine ||z*||. para z* € X*.
(2) Defina S : X — X* mediante Sz = 7. Calcule 151 2(x;x+) ¥ HS‘1||£(X*;X).

Problema 2. Sea X un espacio normado. Demuestre que X es de Banach si, y solo si, para cada

sucesion (2, )nen en X, se cumple que

Y ollznll <+o0 = 3 lim > w,
neN NH+OOn§N

Problema 3. Sean X,Y,Z espacios normados y sean f : X — Y y g : Y — Z funciones
Fréchet-diferenciables. Demuestre que g o f es Fréchet-diferenciable y calcule su derivada.

Problema 4. Sea X = C!([a,b];RY) con la norma ||z x = ||7]cc + [|#]lcc- Sea £: RxR xR — R
una funcién continuamente Fréchet-diferenciable. Defina J : X — R mediante

b
J(x) = / 0(t, x(t), &(t)) dt.
a
(1) Demuestre que J es Fréchet-diferenciable en X y calcule su derivada.
(2) Suponga que y € X es tal que J(y) < J(x) para todo x € X. Pruebe que la funcién
t — 03l(t,y(t),y(t)) es continuamente diferenciable en (a,b) y para todo t € (a,b) se tiene

Oat(1,(1),5(1)) = 5 5E(t, (1), 5(1)).

Problema 5. Sea X un espacio de Hilbert y sean A, B C X conjuntos convexos, disjuntos y no
vacios. Suponga que A es compacto y B es cerrado.
(1) Demuestre que existen @ € Ay b € B tales que ||a — b|| = min{||a —b|| : a € A, b € B},
P4(b) =ay Pg(a) =b.
(2) Deduzca que existen v € X \ {0} y € > 0 tales que (v,a) + ¢ < (v,b) para todo a € Ay
beB.



