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TAREA II

Resuelva cada problema justificando adecuadamente

Problema 1. Considere el espacio X = RN con la norma ∥x∥ = max
1≤i≤N

|xi|.

(1) Determine ∥x∗∥∗ para x∗ ∈ X∗.

(2) Defina S : X → X∗ mediante Sx = xT . Calcule ∥S∥L(X;X∗) y ∥S−1∥L(X∗;X).

Problema 2. Sea X un espacio normado. Demuestre que X es de Banach si, y solo si, para cada

sucesión (xn)n∈N en X, se cumple que∑
n∈N

∥xn∥ < +∞ =⇒ ∃ lim
N→+∞

∑
n≤N

xn.

Problema 3. Sean X,Y, Z espacios normados y sean f : X → Y y g : Y → Z funciones

Fréchet-diferenciables. Demuestre que g ◦ f es Fréchet-diferenciable y calcule su derivada.

Problema 4. Sea X = C1([a, b];RN ) con la norma ∥x∥X = ∥x∥∞ + ∥ẋ∥∞. Sea ℓ : R×R×R → R
una función continuamente Fréchet-diferenciable. Defina J : X → R mediante

J(x) =

∫ b

a
ℓ(t, x(t), ẋ(t)) dt.

(1) Demuestre que J es Fréchet-diferenciable en X y calcule su derivada.

(2) Suponga que y ∈ X es tal que J(y) ≤ J(x) para todo x ∈ X. Pruebe que la función

t 7→ ∂3ℓ(t, y(t), ẏ(t)) es continuamente diferenciable en (a, b) y para todo t ∈ (a, b) se tiene

∂2ℓ(t, y(t), ẏ(t)) =
d

dt
∂3ℓ(t, y(t), ẏ(t)).

Problema 5. Sea X un espacio de Hilbert y sean A,B ⊂ X conjuntos convexos, disjuntos y no

vaćıos. Suponga que A es compacto y B es cerrado.

(1) Demuestre que existen ā ∈ A y b̄ ∈ B tales que ∥ā − b̄∥ = min{∥a − b∥ : a ∈ A, b ∈ B},
PA(b̄) = ā y PB(ā) = b̄.

(2) Deduzca que existen v ∈ X \ {0} y ε > 0 tales que ⟨v, a⟩ + ε ≤ ⟨v, b⟩ para todo a ∈ A y

b ∈ B.


